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ДВУМЕРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  
С ВЫРОЖДЕННОЙ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ КУММЕРА В ЯДРЕ  
И ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ПЕРВОГО РОДА  
В ПРОСТРАНСТВЕ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 
 
канд. физ.-мат. наук, доц. О.В. СКОРОМНИК 
(Полоцкий государственный университет) 
 
Рассматривается двумерное интегральное преобразование с вырожденной гипергеометрической 
функцией Куммера в ядре в пространстве интегрируемых функций в области 1 1 2 2[ , ] [ , ]a b a b R R× ⊂ ×  плос-
кости. В работе даются условия ограниченности, описание образа изучаемого оператора, а также уста-
навливается формула его обращения. Рассматривается  также соответствующее интегральное уравнение 
первого рода с вырожденной гипергеометрической функцией Куммера в ядре. Устанавливается формула 
решения исследуемого уравнения в замкнутой форме, даются условия его разрешимости в пространстве 
интегрируемых функций. Доказанные утверждения обобщают известные результаты для соответствую-
щего одномерного интегрального уравнения первого рода. 
Ключевые слова: интегральное преобразование, интегральное уравнение, вырожденная гипергео-
метрическая функция Куммера, пространство интегрируемых функций, дробные интегралы и производные.  
 
1. Введение. Рассмотрим интегральное преобразование в левой части (1.1) 
( ) ( ) ( )1 2
1 2
1
, , ( ) ; ; ( ) ( ) ( ),( )
x x
a a
I f F f d g
α−
α β λ
+
−
≡ β α λ − = >
Γ α∫ ∫a
x t
x x t t t x x a ,      (1.1) 
где 21 2( , )x x R= ∈x ; 21 2( , )t t R= ∈t  – векторы;  
2
1
k k
k
x t
=
⋅ = ∑x t  – их скалярное произведение, в частности 
2
1
1 k
k
x
=
⋅ = ∑x  для ( )1 1,1= ;  
>x t
 означает 1 1 2 2,x t x t> >  и аналогично для знака нестрогого неравенства « ≥ »;  
2
1 2( , ) Rλ = λ λ ∈ , 0 ( 1,2)i iλ > = ; 21 2( , ) Rβ = β β ∈ ; 21 2( , )a a R= ∈a ; 21 2( , ) Rα = α α ∈ , 
0 1 ( 1,2)i i< α < = ;  
( )1 2,k k k= ∈ N N N= × ( )1 2,k N k N∈ ∈ – индекс с 1 2! ! !k k k=  и 1 2k k k= + ;  
kD
1 21 2( ) ( )
k
k k
x x
∂
=
∂ ∂
; 1 2d d t d t= ⋅t ; 1 2
1 11
1 1 2 2( ) ( ) ( )x t x tα − α −α−− = − −x t ; 1 2( ) ( , )f t t=t ;  
( ); ; ( )F β α λ −x t  – функция вида  
( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1
; ; ( ) ; ; ( ) ; ; ( ) ; ; ( )j j j j j
j
F F x t F x t F x t
=
β α λ − = β α λ − = β α λ − ⋅ β α λ −∏x t , 
представляющая собой произведение вырожденных гипергеометрических функций Куммера 1 1( ; ; )F a c z .  
Вырожденная гипергеометрическая функция Куммера определяется по формуле [1, § 1], [2, § 1.6] 
1 1 2 1
0
( )( ; ; ) lim , ; ;( ) !
k
k
bk k
a z zF a c z F a b c
c k b
∞
→∞
=
 
= =  
 
∑ , z < ∞ ,        (1.2) 
здесь ( )ka  – символ Похгаммера: ( )0 1a ≡ , ( ) ( ) ( )1 ... 1ka a a a k= + + − ( );a C k∈ ∈ Ν ; 
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2 1( , ; ; )F a b c z  – гипергеометрическая функция Гаусса, определяемая при комплексных , ,a b c C∈  
и 1z <  гипергеометрическим рядом  
2 1
0
( ) ( )( , ; ; ) ( ) !
k
k k
k k
a b zF a b c z
c k
∞
=
= ∑  
с соответствующим аналитическим продолжением 
1
1 1
2 1
0
( )( , ; ; ) (1 ) (1 )( ) ( )
b c b acF a b c z t t zt dt
b c b
− − − −
Γ
= − −
Γ Γ − ∫
 
для , 0 Re Re , ( arg(1 ) , 1)z C b c z z∈ < < − < pi ≠  [3, формулы (2.1(2)) и (2.1.(10))].  
Областью интегрирования оператора преобразования в левой части (1.1) является прямоугольник 
с противоположными вершинами 1 2( , )x x=x  и 1 2( , )a a=a : 
{ }21 2 1 1 2 2: ( , ) , ,x x x R a x a x= ∈ − ∞ < < < ∞ − ∞ < < < ∞x ; 
в частности, это может быть октант с вершиной 1 2( , )x x=x : { }21 2 1 2: ( , ) , 0 , 0x x x R x x= ∈ ≤ < ∞ ≤ < ∞x .  
Конструкция вида (1.1) обобщает соответствующее одномерное интегральное преобразование  
в [1, § 37.1]. 
В работе преобразование (1.1) изучается в пространстве ( ) ( , )p pL LΩ = a b , 1 2( , )a a=a , 1 2( , )b b=b , 
1 2 1 1 2 2[ , ] [ , ]a b a b R RΩ = Ω × Ω = × ⊂ × , ( 1,2)i ia b i−∞ < < < ∞ = , 1 2( )p= p ,p  (1 , 1,2)ip i≤ < ∞ = , функций 
1 2( , )f x x , имеющих конечную норму [1, § 24.4]: 
  
22 11
2 1
1//
1 2 1 2( , )
pp pp
pf f x x dx dx
Ω Ω
  
  = < ∞ 
    
∫ ∫ .  (1.3) 
Даются условия ограниченности оператора преобразования в левой части (1.1), описание образа 
этого оператора, а также устанавливается формула его обращения. Рассматривается также соответст-
вующее интегральное уравнение первого рода с вырожденной гипергеометрической функцией Кумме-
ра в ядре. Устанавливается формула решения исследуемого уравнения в замкнутой форме, даются ус-
ловия его разрешимости в пространстве интегрируемых функций. Доказанные утверждения обобщают 
результаты, полученные ранее для соответствующего одномерного интегрального уравнения первого 
рода [1, § 37.1], [4]. 
 
2. Предварительные сведения.  
Интеграл 
 ( ) ( )1
1 ( )( ) ,( )
x
a
a
t
x dt x a
x t
α
+
−α
ϕΙ ϕ = >
Γ α
−
∫ ,  (2.1) 
где Re( ) 0α >  – левосторонний интеграл Римана – Лиувилля дробного порядка α [1]. 
Выражение 
  ( ) [ ]11 ( )( ) , , Re( ) 1,( ) ( )
n x
a n n
a
d f t dtD f x x a n
n dx x t
α
+ α− +
= > = α +
Γ − α
−
∫   (2.2) 
называется левосторонней производной порядка , Re( ) 0Cα ∈ α ≥ .  
Выражение  
 ( ) ( ) ( )
1 2
1 2
1 2
1 2
( , )
, 11 2
1 ( )( ) ( ) , 0( ) ( )
x x
a a
a a
dα αα+ + +
−α
ϕΙ ϕ = Ι ϕ = α >
Γ α Γ α
−
∫ ∫a
t
x x t
x t
,  (2.3) 
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определенное для функций ( )ϕ x , заданных при 1 1 2 2,x a x a> > , будем называть (левосторонним) сме-
шанным дробным интегралом Римана – Лиувилля порядка 1 2( , )α = α α , где ( 1, 2)iia i
α
+Ι =  – операторы 
преобразования (2.1). 
 ( ) ( )( ) 1 21 21 2
1 2
2
,
,
1 2
1 ( )( ) ( ) 0 1(1 ) ( )
x x
a a
a a
f dD f D f
x x
α αα
+ + + α
∂
= = < α <
Γ − α ∂ ∂
−
∫ ∫a
t t
x x
x t
,   (2.4) 
называют смешанной дробной производной Римана – Лиувилля порядка ( )1 2,α = α α  [1, § 24.2], где 
( 1,2)i
ia
D iα+ =  – операторы преобразования (2.2).  
Выражение (2.4) определено для функций, заданных на 1 1 2 2,x a x a> > . Мы будем использовать 
для них следующие обозначения: 
, 0,
, 0.D
α
+α
+
−α
+
Ι ϕ α >Ι ϕ = 
ϕ α ≤
a
a
a
 
Введем пространство ( )p pL L= Ω  [1, § 1.2] измеримых на [ , ],a b a bΩ = −∞ < < < ∞  функций 
( )f x , для которых ( ) pf x dx
Ω
< ∞∫ , где 1 p≤ < ∞ , с нормой 
1
( ) ( )p
pp
Lf f x dxΩ
Ω
 
=   
 
∫ .  
Через ( ( , ))a pL a bα+Ι , Re( ) 0α >  обозначим класс функций ( )g x , представимых левосторонним дроб-
ным интегралом (2.1) порядка α  от суммируемой функции: ( ), , , 1a pg f  f L a b pα+= Ι ∈ ≤ < ∞  [1, § 2.6]. 
Введем пространство  
{ }1 2 1 21 2 1 2( , ) ( , )( ( , )) ( ( , )) : , ( , ), , 1, 2p p p i ia a a aL L f f L a b iα α α αα+ + + + +Ι = Ι = = Ι ϕ ϕ∈ − ∞ < < < ∞ =a a b a b a b    (2.5) 
функций, являющихся смешанными дробными интегралами от функций из пространства (1.3) ( , )pL a b , 
1
1
11 p< <
α
, 2
2
11 p< <
α
; 10 1≤ α < , 20 1≤ α < . 
Пространство ( ( , ))pLα+Ιa a b  играет ту же роль для уравнения (1.1), что и пространство ( )[ , ]AC a b  
абсолютно непрерывных функций для классического интегрального уравнения Абеля [1, § 2.2]. 
Теорема 1 [1, теорема 25.2]. Пусть 1 ip≤ ≤ ∞ , 1 iq≤ ≤ ∞ , 0iα >  ( 1,2)i = . Левосторонний опера-
тор смешанного дробного интегрирования (2.5) 1 2
1 2
( , )
,
I I
a a
α αα
+ + +=a  ограничен из 1 2
2
,
( )p pL R  в 1 2
2
,
( )q qL R  то-
гда и только тогда, когда 0 1i< α < , 
11 i
i
p< <
α
, (1 )
i
i
i i
p
q
p
=
− α
 ( 1,2)i = . 
Из теоремы 1 следует 
1 2 1 2
2
, ,
( ) ( ), ( 1, 2)
1
i
p p q q i
i i
p
L L R q i
p
α
+Ι ⊂ = =
− α
a . 
Теорема 2 [1, теорема 37.1]. Одномерный оператор  
( ) ( ) ( )1, , ( ) ; ; ( ) ( ) ( )( )
x
a
a
x t
I f x F x t f t d t x a
α−
α β λ
+
−
≡ β α λ − >
Γ α∫
 
ограниченно действует из пространства ( )pL a,b , 1p ≥  на пространство ( )( ) ( )a p pI L a,b L a,bα+ ⊂ , 
a b−∞ < < < ∞ . 
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Преобразование Лапласа функции ( ) ( 0)f x x >  определяется формулой [1, формула (1.119)] 
( ) { }
0
( ) ( ); ( )stLf L f s L f t s e f t dt
∞
−
= = = ∫ . 
Сверткой для преобразования Лапласа является интеграл [2, формула (1.4.10)] 
[ ] [ ]
0
( ) ( ) ( )
x
h h x h x t t dt∗ϕ = ∗ϕ = − ϕ∫ ; 
теорема о свертке [2, формула (1.4.12)] 
  [ ]( ) ( )( ) ( )( )L h s L h s L s∗ϕ = ϕ .  (2.6) 
При выполнении условий ( )Re( ) 0, Re( ) max 0,Re ,b  s k  s k> > >  имеем место формула [3, фор-
мула (6.10(5))] 
{ }1 11 1 2 1 2 1( , ; ); ( ) ( , ; ; ) ( )( ) , ; ;b b b kL t F a c kt s b s F a b c ks b s k F c a b c k s− − − −  = Γ = Γ − − −  , s k k− > .   (2.7) 
Двумерное преобразование Лапласа функции 1 2 1 2( ) ( , ) ( 0, 0)f x x x x= > >x  определяется форму-
лой [1, формула (24.49)]: 
 ( ) x 21 2 1 2
0
( ) (t) t, ( , ), 0, 0; xstLf Lf s e f d s s s s s R R R− ++ + += = = > > ∈ = ×∫ ,  (2.8) 
где 2R++  – октант { }1 2: 0, 0t t t≥ ≥ . 
Свертка Лапласа двух функций 1 2( ) ( , )h h t t=t  и 1 2( ) ( , )t tϕ = ϕt  определяется через интеграл [2, 
формула 1.4.21]: 
  [ ] 2
0
( ) ( ) ( )d ( )h h h R R R++ + +∗ϕ ≡ ∗ϕ = − ϕ ∈ = ×∫
x
x x t t t x ,  (2.9) 
где 
1 2
1 1 2 2
0 0 0
: ; ( ) ( , )
x x
h h x t x t= − = − −∫ ∫ ∫
x
x t . Для свертки (2.9) теорема (2.6) также выполняется. 
Справедлива формула [1, формула 24.50]: 
  ( ) ( )( ) ( )LI f s s Lf sα −α+ =0 ,  (2.10) 
где I fα+0  – оператор преобразования ( )( ) ( )
1 2
11 2 0 0
1 ( )
, 0( ) ( )
x x ff dα+
−α
Ι = α >
Γ α Γ α
−
∫ ∫0
t
x t
x t
. 
 
3. Действие оператора (1.1). Значение преобразования Лапласа равенства (1.1) 
В силу равенства ( )1 1 ; ;0 1F a c =  получаем  
  
, ,0I Iα β α+ +=a a .  (3.1) 
Это позволяет оператор в левой части (1.1) считать некоторым обобщением смешанного дробного 
интеграла порядка α , определяемого по формуле (2.3). 
Исходя из представления ядра оператора преобразования (1.1) через ряд (1.2) и воспользовавшись 
формулой ( )
( )( ) (Re , 1,2,..., 0,1 1, 2,...)
k
z+k
z z n n z
z
ΓΓ = > − = ≠ − −  [1, формула 1.56], выводим следующую 
формулу, отражающую структуру оператора (1.1): 
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( ) ( )
1 1 1 2 2 2 1 2
1 2 1 2
1 2, , , ,, ,
1 2
0 0! !
k kk kk k
a a a a
k k
I I I I I
k k
∞ ∞
α β λ α β λ α + α +α β λ
+ + + + +
= =
β β
= = λ λ =∑ ∑a  
( ) ( ) ( )1 21 21 1 2 21 1 11 2a a a aI E I I E I I E I−β −β −βα α α+ ++ + + += − λ − λ = − λa a ,        (3.2) 
где E – единичный оператор.  
Отмеченная в (3.1) связь с дробным интегралом (2.3) дает возможность заключить, что оператор 
(1.1) обладает в пространстве 2( )pL R  таким же действием, как и оператор α+Ιa . Справедлива теорема. 
Теорема 3. Оператор в левой части (1.1) ограниченно действует из пространства 
1 2,
( )p pL ,a b , 1p ≥ , на пространство ( )( )pI L ,α+a a b , 1
1
11 p< <
α
, 2
2
11 p< <
α
; 1 20 1, 0 1≤ α < ≤ α < , 
1 0λ > , 2 0λ > , a b−∞ < < < ∞ .  
Доказательство непосредственно следует из свойства 1 1( ; ;0) 1F a c =  и теоремы 1 и теоремы 2. 
Если в (1.1) 0=a  или 0>a , но функция ( )f t  доопределена нулем на интервале 0 < <t a , то при-
меняем двумерное преобразование Лапласа (2.8) к левой части равенства (1.1). Записываем оператор 
(1.1) как свертку Лапласа (2.9). Тогда по теореме о свертке (2.6), вычислив преобразование Лапласа ядра 
по формуле (2.7), получаем следующее значение преобразования Лапласа равенства (1.1)  
( ) ( )2 22 2 1, , 2 2 2 2 2 2 2 2
20 0
( )( ) ; ; ( )( )
x
s x x tL I f s e F x t dt
α −∞
α β λ −
+
−
= β α λ − ×
Γ α∫ ∫0
  
( ) ( ) ( )1 11 1 1 11 1 1 1 1 1 1 2 1
10 0
( )
; ; ( ) ( , ) 1 ( )( )
x
s x x t
e F x t f t t dt s s Lf s
α −∞
−β
− −α −−× β α λ − = − λ
Γ α∫ ∫
,      (3.3) 
1 2 1 20, 0; 0, 0s s> > λ > λ > . 
Сравнивая правую часть формулы (3.3) с правой частью формулы (3.2), замечаем, что она фор-
мально получается из (3.2) заменой 1I +a  на 1s− .  
Рассмотрим теперь вопрос об обращении оператора преобразования (1.1). 
 
4. Обращение оператора (1.1). 
Как показывает формула (3.3), преобразование Лапласа ( ) ( )Lh s  ядра ( )h x  оператора (1.1) и соот-
ветствующая ему обратная величина ( ) 1( )Lh s −    имеют одинаковую форму, отличаясь лишь значениями 
параметров. В простейшем случае оператора дробного интегрирования I α0+ , которому соответствует 
( ) ( )Lh s s−α=  с условием Re( 0)α > , для преобразования Лапласа sα  ядра обратного оператора Dα0+  
условие Re( 0)α >  вынуждает нас представить sα  в виде ( )n ns s sα − −α= , где Re( 0n )− α > , причем 
значению ns  соответствует оператор 
n
nd D
d
 
= 
 
0+
x
 [1, равенство (18.12)]. Подобные операции необхо-
димо осуществлять и при обращении оператора (1.1).  
Учитывая сказанное, построим решение уравнения (1.1) ( ), , ( ) ( ),I f gα β λ+ = >a x x x a . Пользуясь 
формулой (3.3) и равенством 1 1 1 1( , ; ) ( , ; )xF a c x e F c a c x= − − [3, формула (6.3(7))], формально приходим 
к следующему представлению решения уравнения (1.1): 
( ) ( )1, , 1( ) ( ) ( )f I g I E I g− βα β λ −α+ + + = = − λ = 
 
a a ax x x  
( ) ( ) ( )1 1
1 ( )
;1 ; ( )
1
dgF d
d
−α
= − −β − α λ −
Γ − α ∫
x
a
t
x t x t t
t
.       (4.1) 
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Следующая теорема дает условия обратимости оператора (1.1). 
Теорема 4. Пусть задано уравнение (1.1) ( ), , ( ) ( )I f gα β λ+ =a x x , 0 , 0 1i i i ia x b≤ < < < ∞ < α < , 
0iλ >  ( 1,2)i = ; ( )g x  – заданная на [ , ]a b 1 1 2 2[ , ] [ , ]a b a b R R= × ⊂ ×  функции; ( )f x  – искомая функция 
(в случае 0>a  полагается, что ( ) ( ) 0f g= =x x  при 0 x< < a ), тогда его решение f в классе ( )pL ,a b , 
< ∞b , существует и единственно, если ( )( ) ( , )pg I Lα+∈ ax a b , 1p ≥ . В случае 1 2( , ) (1, 1)p p p= =  оно мо-
жет быть представлено формулой (4.1), если еще выполняются дополнительные условия 
( )( ) ( , )pg I Lα+∈ ax a b , 1 2( ) ( , ) 0g g a a= =a . 
Доказательство следует из существования, единственности и совпадения соответствующих обоб-
щенных преобразований Лапласа уравнений и их обращений, а также из существования всех приведен-
ных операторов в указанных классах функций g и f. 
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TWO-DIMENTIONAL INTEGRAL TRANSFORM  
WITH THE CONFLUENT HYPERDEOMETRIC KUMMER FUNCTION  
IN THE KERNEL AND INTEGRAL EQUATION OF THE FIRST KIND 
IN THE SPACE OF SUMMABLE FUNCTIONS 
 
O.V. SKOROMNIK 
 
Two-dimentional integral transform involving confluent hyperdeometric Kummer function in the kernel is 
studied on the space of  summable functions on a finite domain 1 1 2 2[ , ] [ , ]a b a b R R× ⊂ ×  of a plane. Mapping 
properties such as the boundedness, the range of the considered transform are given, and the inversion formula 
is established. Integral equation of the first kind with the confluent hyperdeometric Kummer function in the ker-
nel also is considered. The solution of the investigating equation in the closed form is established, and condi-
tions for it solvability in the space of summable functions are given. The results generalize the well know find-
ings for corresponding one-dimentional integral equation. 
Keywords: integral transform, integral equation, confluent hyperdeometric Kummer function, space of  
summable functions, fractional integrals and derivatives.  
